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互补算法在一维非线性固结求解中的应用 

邓岳保，谢康和 

（浙江大学 岩土工程研究所，杭州 310058） 
 

摘  要：以一维非线性固结为例，介绍了互补算法在固结问题求解中的应用。将地基土体的压缩特性曲线进行分段线性拟合

并引入控制变量，得到土体孔隙比与有效应力间的统一关系式，并获得压缩曲线中的互补关系；详细推导了以孔隙比与有效

应力为变量的一维非线性固结微分方程，通过对其进行差分求解，并结合压缩曲线中的互补条件，使得不同时刻的非线性固

结问题转化为标准的线性互补问题。这样，非线性固结问题可通过在线性固结差分法中嵌入互补模型算法进行求解。该法的

合理性通过与普通迭代算法进行对比获得证明。在此基础上，对一维固结问题线性与非线性解答的差异及影响非线性计算的

因素进行了分析。计算中发现，互补模型算法在计算效率方面优于普通迭代法；线性计算程序中嵌入互补模型算法计算非线

性固结在程序上容易实现；互补模型算法中通过对控制变量的求解，可判断地基土体所处的压缩状况。 
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中图分类号：TU 433          文献标识码：A 
 
 

Application of complementary algorithm for solving  
one-dimensional nonlinear consolidation 

 
DENG Yue-bao，XIE Kang-he 

（Institute of Geotechnical Engineering, Zhejiang University, Hangzhou 310058, China） 
 

Abstract: This paper focuses on solving a one-dimensional nonlinear consolidation problem with the complementary algorithm. 
Firstly, a piecewise linear function is used to fit the compression curve of foundation soil. With a control variable introduced, a 
unified relationship between the void ratio and the effective stress and complementarities of compression curve are obtained. After the 
differential equation of one-dimensional nonlinear consolidation derived in detail, which including void ratio and effective stress as 
variables, the problem of nonlinear consolidation at different stages is translated into a standard linear complementarity model by 
carrying out the finite difference method combined complementarities of compression curve. Consequently, problem of nonlinear 
consolidation can be solved by linear solving method with the complementary algorithm embedded in. Then, the method proposed 
here is validated by contrasting with general iterative method. On the basis, the difference of linear and nonlinear solution and all the 
factors of nonlinear calculation are investigated. And it is found that complementary model algorithm method is superior to general 
iterative method in calculation efficiency; and it is easy to carry out when embedding the complementary algorithm into a linear 
calculation program to compute nonlinear consolidation. Also, with the solution of control variables in complementary model 
algorithm method, the compression condition of foundation soil can be estimated. 
Key words: one-dimensional consolidation theory; nonlinear analysis; complementary algorithm; linear complementarity model 
 

1  引  言 

由于二向、三向固结理论在指标测定与计算求

解方面存在诸多困难，Terzaghi 单向固结理论在工

程中仍被广泛应用。该理论建立在一系列简化和假

设基础之上，如假定土体是均质饱和的理想弹性材

料、土层的压缩和水的渗流只沿着竖向发生、渗透

系数和压缩系数是常数、大面积的外荷载瞬时施加

等。这些假定是对实际情况的理想化，因而理论结

果与实际情况常常存在差异。对此，国内外学者通

过对 Terzaghi 理论基本假设进行修正，得到考虑多

种影响因素的固结理论，如考虑固结性状的非线性、

固结荷重随时间改变等。目前，这些研究仍在进一

步深入[1－6]。 
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笔者尝试将互补算法引入到非线性固结问题研

究中。互补算法即计算互补问题的方法，是数学规

划的一个重要分支。研究者对其广泛关注始于 20
世纪 60 年代中期。40 多年来，互补问题己发展成

为数学、经济、工程等多个学科非常受欢迎的工具。

其在工程领域中的应用包括弹塑性力学问题、接触

力学问题、断裂力学问题、润滑问题、最优控制问

题及交通平衡问题等[7－10]。上述研究通过挖掘互补

关系，可使得待求问题模型化为互补问题，从而最

终归结为利用互补算方法求解互补问题。应用互补

算法的优越性在于，一方面使得所求问题有自然、

清晰的数学描述、另一方面可运用其丰富而实用的

理论去分析和求解问题[10]。 
下文以一维非线性固结为例进行推导。首先将

固结土体的压缩特性曲线进行分段线性拟合，然后

挖掘其中的互补条件，构造互补模型，并将其应用

于固结微分方程的差分求解。最后，通过与迭代法

解答和太沙基进行对比以验证该法的合理性。 

2  互补条件构造 

2.1  互补问题及算法 
互补问题的数学描述是：给定函数 F(x)，求矢

量 x，使满足如下的方程和不等式条件， 

0≥x ， ( ) 0≥F x ， ( ) 0T x F x       （1） 

上式等价的分量形式表达为 

0ix ≥ ， ( ) 0iF x ≥ ， ( ) 0i ix F x  ，i=1,2,…, n   （2） 

式(1)中，当 F(x)是线性函数，即 F(x)=Mx+q
（M 为 n 阶矩阵，q 为 n 阶向量）时，上述问题为

线性互补问题，否则为非线性互补问题。互补问题

的名称来自于式(1)中的第 3个方程，称为互补条件，

即互补对(  i ix F x， )中至少有一个变量为 0。 
对互补问题的深入研究，促进了互补算法的发

展。目前，计算互补问题的方法主要包括 Lemke 算
法、方程组类算法和内点法等。有关这些算法的研

究可参考文献[8, 10－11]。下面将在 e- 关系拟合

曲线中寻找互补条件并构造互补方程。 
2.2  e-'关系曲线及互补条件 

不论是太沙基的单向固结理论，还是目前规范

中的沉降计算，均取压缩曲线上的压缩系数为常数，

相当于用直线拟合 e- 关系曲线。然而实际上，根

据常规的侧限压缩试验或三轴试验，不同类型土(尤
其是高压缩性土)的 e- 关系曲线均反映出非线性

的特点。为此，本文用分段线性来进行逼近。出于

简化推导过程，选择分段数为 2（该法可方便地推

广到多分段数）。 
压缩曲线分段拟合情况如图 1（分为 OA 和 AB

两段所示），线性分段的分界点为 A( Ae ， A  )。拟

合曲线可描述为 

  
0 v1 A

0 v1 A v1 v2 A

                                
   >

e a
e

e a a a
  

    

           

≤当

当
  （3） 

式中： v1a 、 v2a 分别为 OA 段和 AB 段的压缩系数，

由曲线形式可知 v1 v2a a≥ 。 
 

 
图 1  土体 e-' 曲线及其拟合曲线 

Fig.1  Soil e-' curve and its fitting curve 
若令， 

  A v1 v2a a      ， A  当 时    （4） 

则有， 

0 v1e e a     ，或  0
v1

1 e e
a

        （5） 

控制变量的物理意义如图 1 所示。当 A  ≤

时， 0  ，对应 e- 关系曲线第 1 段；当 A   时，

0  ，对应 e- 关系曲线第 2 段。至此，控制变

量的引入，使得 e- 关系曲线表达式统一于一个

表达式。 
将式(5)中 表达式代入式(4)并令左右相减得

g ，则： 

     0 A v1 v2
v1

1, ,g e e e a a
a

    
 

       
 

  （6） 

对上式进行化简。令
 

v1

v1 v2

af g
a a




，则有： 

   A, ,
1

f e e e   


   


        （7） 

式中： v2 v1a a  。 
结合式(4)、(6)和(7)分析 f 和之间的关系：当

A  ≤ 时， 0  ，由 e- 曲线可知 Ae e ，故

0f  ；当 A   时， 0  ，由式(4)和式(7)的关系

 
B 

O 

A 

 'A 

eA 

 ' 

e0 

e 
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可得 0f  。 
若引入 v f ，可得， 

 A 1
v e e  


  


           （8） 

据前文分析有， 

0≥ ， 0v≥ ， 0v           （9） 

式(9)表明，v 和之间为互补关系。这样，e- 
关系曲线中的互补条件已经获得。 

3  一维非线性固结求解 

3.1  固结微分方程推导 
在如图 2 所示厚度为 H的均质饱和土层上施加

无限宽广均布荷载 p，该荷载不随时间变化，土中

附加应力沿深度均匀分布(即面积 abcd)，顶层面为

排水边界，底层面为不透水边界。均质土层的初始

孔隙比 e0、渗透系数 k 不随时间变化。超孔隙水压

力 u、孔隙比 e 以及有效应力 均随时间变化而变

化。分析中其他假设条件与太沙基假定相同，仅压

缩系数为非常数。压缩系数在不同的应力阶段有不

同的值，见式(3)。 
 

 
图 2  饱和软土一维固结分析 

Fig.2  One-dimensional consolidation analysis  
of saturated soil 

 
考察土层顶面以下 z 深度的微元体 dxdydz 在 dt

时间内的变化。 
（1）连续性条件 

dt 时间内微元体内水量 Q 的变化为 

d d d d dqQ x y z t
z





          （10） 

式中：q 为单位时间内流过单位水平横截面的水量。 
dt 时间内微元体内孔隙体积 Vv的变化为 

v
0

1d d d d d
1

eV x y z t
e t



 

        （11） 

dt 时间内微元体内水量的变化等于微元体内孔

隙体积的变化，即 vd dQ V ，则： 

0

1
1

q e
z e t
 


  

            （12） 

（2）达西定律 

w

h k uq ki k
z z
 

  
 

          （13） 

式中：i 为水头梯度；h为超静水头； w 为水重度。

结合式(12)和(13)，有： 

2

2
w 0

1
1

k u e
z e t
 


  

          （14） 

（3）有效应力原理 
根据有效应力原理有： 

u                 （15） 

结合式(14)、(15)可得， 

  2
0

2
w

1k ee
t z



  


 

         （16） 

式（16）在推导过程中利用了一维固结过程中任一

点竖向总应力 不随时间变化的条件。 
式(16)即为本文所要用到的一维非线性固结微

分方程。该微分方程求解条件包括初始条件和边界

条件。 
初始条件：t =0 时，e = 0e ，   =0； 

边界条件：z =0 时， =p；z =H 时， 0
z
 




。 

3.2  有限差分 
式(16)形式上与太沙基一维固结微分方程相

同，故可采用类似的有限差分法求解。地基差分计

算网格划分如图 3 所示。图中地基深度方向分段数

为 m，时间分段数为 n。时间和深度跨度分别为 t
和 z ，且 z =H/m。 

 

 
图 3  差分计算网格 

Fig.3  Gridding of finite difference method 

j
ie  j

i  j
i   

t n-1 n j j-1 2 1 

m +1 
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2
1
0
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e(t) k rw 
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对式(16)进行有限差分， 

   1, 1 , 1 1, 1, , 1 0
2

w

1 i j i j i ji j i je e k e
t z

  


    
    

 
 

（17） 

式中：i =1,2,…, m，j =1, 2,…。处理后得， 

   0
, , 1 1, 1 , 1 1, 12

w

1
i j i j i j i j i j

k e t
e e

z
  

     

 
     


（18） 

相应地求解条件为 
初始条件： 0

0ie e ， 0 1i   ；边界条件： 0, 1j   ，

1, 1,m j m j    ，j =1, 2,…。 
由式(18)可得： 

1 1 1'j j j j    e e Aσ f       （19） 

式中:  T
1, 2, ,, , ,j j j m je e e e ,  T

1 2' , , ,j j j j
m     σ , 

2  1
 1  -2 1
          
           1  -2  1
               2  -2

m m

 
 
   
 
  

A , 
 0

2
w

1k e t
z



 




。另外， 

1j f  T,0, ,0  。其中：当 j =1 时， 0  ；当 j ≠1
时， p  。 

式(19)表明，在单向固结情况下，对于地基中

的任意一点，只要知道该点及其上下节点处的孔隙

比和有效应力（或超静水压力），就可以求得经过一

个时段 t 后相同位置的孔隙比。根据太沙基单向理

论假设，若 e 与 线性相关，则可由各节点处的初

始孔隙比和初始有效应力，通过反复利用式(19)，
逐点推算出后续任意时刻的孔隙比和有效应力（或

超静水压力），获得解答。 
然而，当 e 与 并非线性相关，而是在不同应

力阶段有不同比例系数时，情况则发生变化。对照

图 4 进行分析。当荷载施加后，地基中产生与外荷

载相等的超静孔隙水压力，地基中有效应力为 0。
随着时间推移，超孔隙水逐渐消散，有效应力逐渐

增大。这一过程中，由于地基上层离排水面近，孔

隙水消散迅速，有效应力增大快，孔隙比与有效应

力关系率先进入 e- 拟合曲线下一分段，而地基下

层土体的孔隙比与有效应力关系还处于 e- 拟合

曲线第一分段。这样，地基中存在一个界面，界面

以上土体 e- 曲线斜率为 av2，界面以下土体 e- 
曲线斜率为 av1。随着时间的推移和超静孔隙水的消

散，该界面不断向下移动。 

 

图 4  不同时刻 e-' 关系状态 
Fig.4  Correlation of e-' at different phases 

 
上述分析表明，若 e 与 为非线性关系，则在

反复利用式(19)时，需要反复判断 e 与 关系所处

的阶段。下文利用 e- 关系曲线的互补关系解决上

述问题。 
3.3  求解 

根据式(8)，差分网格上的任意一点有， 

 , , A ,1i j i j i jv e e  


  


       （20） 

结合式(19)和(20)得： 

, , , ,0,  0,  0 
j j j

i j i j i j i jv v 

  
 ≥ ≥

v Mλ q
    （21） 

式中：  1, 2, ,, , ,j j j m jv v v v ，  TA 1,  1, ,1jj e  q e ，

 1, 2, ,, , ,j j j m j   λ ，均为 m 阶向量。另外，

Mm×m=diag(
1



)，为 m 阶矩阵。式(21)为标准的线

性互补模型，可用 Lemke 算法进行求解。 
这样，当初始孔隙比和有效应力确定后，利用

式(19)可获得下一时段的孔隙比，然后利用式(21)
求解该时段的控制变量和有效应力，进而获得全部

解答。下文称该法为互补模型法，其总的求解思路

如下： 
①给定参数 m、 ，可确定 z 、 t ，完成网

格划分；②由初始孔隙比 e0 和初始有效应力 0 ，
根据式(19)确定经过 t 后的孔隙比 e1；③将 e1代入

式(21)得 q1，然后利用互补算法可确定 t 时刻的 1 ，

进而得到 1 、u1；④根据 t 时刻计算结果和式(19)
确定经过 2 t 后的孔隙比 e2，用上一步中相同的方

法确定 2 和 u2。⑤依此类推，可得经过 n t 后的

en、 n 和 un。 
求解过程中存在收敛性问题，具体计算时可通

过改变 或调整 t 以达到收敛目的。 

 (t) 

av1 

av2 

p 

不透水面 z 

 ' (t) 

H
 

u(t) 
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4  验  证 

4.1  参数取值 
计算过程中，参数取值情况如下： 
地基参数：H =1 m，k =1.0 m/d， w =10 kN/m3，

e0 =1.0，eA =0.8，av1 =1.0， =av2 /av1 =0.8； 
网格划分：深度方向分段数 m=10，时间分段

数 n 可取任意正整数。时间和深度跨度分别为 t 和

z ，且 z =H/m =0.1 m。 
系数 =0.3，由此确定 t 。另外，仿效文献[12]，

取荷载参数 p =1，则可得相对于外荷载的无量纲超

静孔隙水压力 u。 
4.2  与迭代法对比 

用一般的迭代法与本文互补模型法进行对比。

一般迭代法的计算步骤如下： 
(1) 确定初始量，包括初始孔隙比 e0、初始有

效应力 0 和初始超静孔隙水压力 u0；(2) 由式(18)
确定经过 t 后的孔隙比 e1，再由式(2)运用判断语

句确定有效应力 1 ，进而得到 t 时刻的超静孔隙

水压力 u1；(3) 根据 t 时刻计算结果和式(18)确定

经过 2 t 后的孔隙比 e2，用上一步中相同的方法确

定有效应力 2 和超静孔隙水压力 u2；(4) 依此类推，

可得经过 n t 后的孔隙比 en、 n 和 un。 
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图 5  超静孔隙水压力 u 对比结果 

Fig.5  Result contrast of u of two methods 
 

对比计算结果发现，当两种方法的参数取值及

网格划分均相同时，相同时刻的超静孔隙水压力结

果完全一致。图 5 所示为时间段数 n =50 时两种方

法得到的超孔隙水压力结果对比。 
4.3  与太沙基理论对比 

根据 的物理意义可知：当 =1 时，分段线性

压缩曲线变为一条直线。下文将这种特殊情况时的

非线性计算结果与太沙基单向固结差分法计算结果

（简称线性解）进行对比。 

太沙基单向固结理论微分方程为 
  2

0
2

v w

1k eu u
t a r z

 


 
           （22） 

式中：av =av1 = av2。求解条件如下， 
初始条件：t =0 时，u =u0； 

边界条件：z =0 时，u =0；z =H 时， 0u
z
 


。 

太沙基单向固结理论差分解求解过程可参考文

献[12]。对比该法和本文方法的计算结果发现：当

参数取值及网格划分相同时，相同时刻的超静孔隙

水压力结果亦完全一致。这样，两种验证结果均表

明本文方法的合理性。 

5  计算与分析 

参数取值同上文验证部分。限于篇幅，下文仅

给出超静孔隙水压力计算结果，并对其影响因素进

行简要分析。最后对本文方法的优越性给予说明。 
5.1  不同时刻线性解与非线性解对比 

参数取值同上，不同时段线性解答与本文非线

性计算得到超静孔隙水压力结果对比情况如图 6。 
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图 6  不同时刻超静孔隙水压力 u 情况 
Fig.6  Solutions of u at different phases 

 
由图 6 可知，由于考虑了压缩系数随有效应力

增大而减小，非线性计算得到超静孔隙水压力消散

快于线性计算结果，且随时间推移，两者相差越来

越明显。 
5.2  非线性计算影响因素分析 

（1）非线性程度对本文计算结果的影响 
参数 反映压缩曲线的非线性程度。改变 的

取值，令其分别等于 1.0、0.8 和 0.6。3 种情况下，

时间分段数 n =50 时，不同深度处超静孔隙水压力

分布如图 7 所示。由图可知，随着非线性程度的增

加，即压缩曲线上后一分段的压缩系数变小，孔隙

水压力消散增快，固结速率加快。 
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图 7  非线性程度对超静孔隙水压力 u 计算影响 
Fig.7  Effect of nonlinear level on the solution of u 

 
（2）eA对计算结果的影响 
参数 eA 反映压缩曲线上进入下一线性段的门

槛值。eA越接近初始孔隙比 e0，表明越容易进入压

缩曲线的下一分段。改变 eA的取值，令其分别等于

1.0、0.8 和 0.6。3 种情况下，n =50 时，不同深度

处超静孔隙水压力分布如图 8 所示。由图可知，随

着 eA的减小，即进入压缩曲线后一分段的临界孔隙

比变小，孔隙水压力消散减缓。 
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图 8  eA对超孔隙水压力 u 计算影响 
Fig.8  Effect of eA on the solution of u 

 
5.3  互补模型算法优越性说明 

计算过程中发现，相比于普通迭代法，互补模

型算法优越性有两点。 
（1）计算效率 
普通迭代法计算过程中，判断语句需要遍历不

同时刻不同深度的各个节点，即运行 mn 次判断。

互补模型法迭代次数则有所减小，对照图 9 进行说

明。图 9 所示为本文方法得到的不同时刻不同深度

控制变量解答。 
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图 9  不同时刻不同深度控制变量 解答 

Fig.9  Solution of  at different phases 
 
由图可知：当 T =10 t 时，计算程序只迭代了

4 次；当 T =50 t 时，程序迭代了 8 次；随着时间

的推移，迭代次数向 m 靠近。总和不同时刻迭代次

数可知，互补模型算法程序总的迭代次数比 mn 小。

这种减小幅度在网格划分密集时非常显著。 
（2）控制变量求解的意义 
控制变量解答一方面能反映迭代次数；另一

方面还能反映不同时刻、不同深度地基土体所处的

压缩状态。即：当 =0 为 时，地基土体处于压缩曲

线的第 1 分段； =0 时，则处于第 2 分段。仍对照

图 9 进行说明。由图可知：当 T =10 t 时，地基    
0.4 m 以上土体压缩状态处于压缩曲线的第 2 分段，

该部分土体进入非线性压缩状态；当 T =50 t 时，

地基 0.8 m 以上土体压缩状态处于压缩曲线的第 2
分段；而当 T =100 t 时，地基土体全都处于压缩曲

线的第 2 分段。 

6  结  论 

（1）互补模型算法与普通迭代法得到的结果一

致，但在计算效率方面，由于互补模型算法是以最

优收敛方向逼近真实解答，故其计算效率高，当其

应用于复杂问题求解时在速度上具有优势。 
（2）在线性计算程序中嵌入互补模型算法即可

进行非线性分析，程序容易实现。 
（3）互补模型算法中通过对控制变量的求解，

可判断地基土体所处的压缩状况。 
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